Kolokwium z Rachunku prawdopodobienistwa — 21.04.2023

Z ponizszych zadan nalezy wybraé 5. W przypadku oddania 6 zadar do konicowej punktacji
bedzie liczyé sig & ocenionych najnizej. Za kazde zadanie moina otrzymaé maz. 10 punktow.

Rozwigzania zadari prosimy oddawaé na oddzielnych kartkach podpisanych czytelnie imie-
niem i nazwiskiem oraz numerem indeksu. Nalezy dokladnie uzasadniacé odpowiedzi. Wyniki
nalezy podawa¢ w postaci zwartych wzoréw, a w przypadku odpowiedzi liczbowych, ostatecznych
wynikéow numerycznych.

Czas trwania: 160 minut

B1. Niech b = (b1,...,bn) bedzie losowo wybranym ciagiem dtugo$ci m o wyrazach ze
zbioru {1,...,m}, gdzie m jest dodatnig liczba catkowity (wybdr kazdego z ciagéw jest tak
samo prawdopodobny). Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze

(a) w ciagu b wystepuja co najmniej dwie jedynki,

(b) w ciagu b wystepuja dokladnie dwie jedynki, jesli wiadomo, ze w ciggu b wystepuja co
najmniej dwie jedynki,

(c) ciag b jest niemalejacy.

B2. Dany jest prostokat o bokach diugosci a i b. Niech O oznacza $rodek symetrii prostokata.
Z brzegu prostokata wybrano losowo dwa punkty, P i Q. Proste PO i QO dzielg prostokat na
rozlgczne wielokaty. Niech X oznacza liczbe tych wielokatéw, ktére sg pieciokatami.

(a) Wyznaczy¢ rozklad zmiennej X.
(b) Wykazaé, ze P(X =2) > 1.

B3. W finale turnieju bilardowego znalazto si¢ dwéch graczy A i B. W pojedynczej grze
kazdy z graczy wygrywa z prawdopodobienistwem 50%, pojedynek trwa dopdki ktérys z graczy
nie zwycigzy po raz piaty (lacznie, niekoniecznie pod rzad). W pierwszej grze zwyciezyt gracz
B. Obliczy¢ prawdopodobiefistwo tego, ze

(a) gracz B wygral pojedynek,

(b) w drugiej grze wygral gracz A, jesli pojedynek wygrat gracz B,

(c) rozegrano przynajmniej 8 gier (lgcznie z pierwsza),

(d) w drugiej grze wygral gracz A, jesli rozegrano przynajmniej 8 gier.

B4. Na planecie Ksi odbywa si¢ bal. Uczestniczy w nim nieznana liczba par kosmitéw.
Prawdopodobienistwo, ze par jest dokladnie n wynosi *(ea Ty dlan = 1,2,.... W ramach
zabawy uczestnicy rozdzielajg sie, a nastepnie ponownie laczg sie w pary w sposob catkowicie
losowy (kazdy podzial na pary zbioru 2n uczestnikéw jest tak samo prawdopodobny). Okazato
sig, ze kosmici potaczyli si¢ w pary w takiej samej konfiguracji jak na poczatku. Obliczy¢
prawdopodobiefistwo (warunkowe), ze w balu uczestniczy doktadnie m par kosmitow.

Wskazéwka: 372 (“S:;T = %( SR D DR )
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B5. Zmienna losowa X ma gestos$é cz‘21[1,5]($), gdzie c jest stalg.

(a) Wyznaczyé c.
(b) Wyznaczy¢ dystrybuante zmiennej Z = max{X, $X?}.
(c¢) Czy Z ma rozklad ciagly? Jesli tak, wyznaczyé gestosé.

B6. W urnie znajduje sie jedna biala kula. Rozwazmy nastepujacy cigg doswiadczen. W
kroku m (m = 1,2, ...) eksperymentator losuje kule z urny, zapisuje jej kolor, nastepnie zwraca
ja do urny i doklada m" kul biatych oraz m*® kul czarnych, gdzie r, s to ustalone nieujemne
liczby catkowite. Losowania w kolejnych krokach sg niezalezne. Obliczy¢ prawdopodobienistwo,

ze kula biata zostanie wylosowana nieskonczenie wiele razy.

Wskazéwka: Dla k > 0, ym* ! < T2 % < m*+L.



